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Vorwort b

Dieser Text ist als Begleitung zum Unterricht an beruflichen Schulen gedacht,qggl denen gs
zur Einfiihrung von Funktionen stets Anwendungen aus der Okonomie gibt. D man

hier reichlich Aufgaben mit Losungen.

Weil es zu vielen dieser Aufgaben mehrere Losungswege gibt, findet man @ungen auch
auf zwei oder gar mehr Arten ausgefiihrt. So kann sich jeder seine passe Methode

aussuchen. @
In diesem 2. Teil werden Funktionen dritten und héheren Grade elt.
Im Text 49311 findet man diese Thematik ziemlich kompa% geeignet zum

Wiederholen und um sich einen Uberblick zu verschaffen
Einige Losungen wurden mit CAS-Rechnern erstellt. Imeeformierung des

Mathematik-Unterrichts konnen Schiiler inzwischen i undeslandern diese

auch so kompliziert, dass eine

manuelle Lésung mit einfachen Taschenrechnern nicht mehr gefordert wird.
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49302 Okonomie 2

3 Kostenuntersuchungen

3.1 Hintergrinde

Erst wenn die Kapazitat tiberschritten wird, so dass Uberstunden fallig werden, ? nergiekosten

anfallen und eventuell neue Maschinen gekauft werden missen, machen di osten einen Sprung.

Daneben gibt es die variablen Kosten, die von der Produktionsmenge x

Die Gesamtkosten nennt man oft totale Kosten TK(X) , einfachum b larheit zu haben.

TK(x) = VK(x)+FK(x)

Man merke sich, das sind die Kosten, wenn man x Guter produ &vidiert man durch die
Ausbringungsmenge (die Anzahl der produzierten Giter, erhé Stlickkosten.

Und da wir bis jetzt dreierlei Kosten haben, kann man auc tiickkosten angeben:

Gesamtstiickkosten: otale Durchschnittskosten®.

Variable Stiickkosten: Lvariable Durchschnittskosten®.

Fixe Stlickkosten: ,fixe Durchschnittskosten®.

(1) Lineare Gesamtkosten: +800 oder TDK(x)=50x+800.

Variable Kosten:

Fixkosten:
Variable Stiickkosten: =———=—-—=50.
L 4
FK(x
Fixe Stiickkost .0 DF(x) = (%) _ 20
X X
Solche Kosten% sind entsprechen kaum der Wirklichkeit. Hier sind die variablen

Kosten direktproportional zur Ausbringungsmenge. Wenn man also 10 mal so viel produziert

Ckel www.mathe-cd.de



49302

Okonomie 2

(2)

s-formige Gesamtkostenkurven entsprechen eher der Realitdt. Man nennt sie auch
ertragsgesetzliche Gesamtkostenkurve. Zur modellhaften Beschreibung eignen sic

ganzrationale Funktionen 3. Grades. s

Beispiel 1

Das Unternehmen Knipps stellt elektronische Kameras her. Der Verkaufsp!

odellhaft
+125x + 900

Die Gesamtkosten K fiir die Produktion von x Kameras in einem Monate ko

durch diese Kostenfunktion K(x) berechnet werden: K(x :%xs =

Die Schaubilder dazu:

A

TK

Schauen wir uns zuerst rein formal die verschiedenen Kostenfunktio uan:
Variable Kosten: VK (x) =5x% - 5x? +125xQ
Fixkosten: F(x)=900 \
Grenzkosten: @

Totale Stiickkosten: +125 + 200

_ 1.2
==5X -5x+125.

Variable Stiickkosten:

Fixe Stlickkosten:

/
l
"T K'(x)

W die s-formige Gesamtkostenkurve. Rechts sind die anderen Kostenkurven

ihnen werden jetzt fir die Volkswirtschaft einige wichtige Beobachtungen

Ckel www.mathe-cd.de
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Die Schaubilder der totalen Stiickkosten 1401

TDK(X):l—lox2 —5X+125 +9—§()0 1207

und der variablen Stiickkosten |

VDK (x) =% - 5x +125 1
601
haben jeweils einen Tiefpunkt.
401

Ilhre Kenntnis ist flir den Betrieb von ,
20

fundamentaler Bedeutung:

Werden 20 Kameras produziert, dann betragen
die Herstellkosten TK(20) = 2200 (€).

Das bedeutet pro Kamera durchschnittlich 110 €, was man auch (b ) =110 erhalt.
Diese Situation wird durch den Punkt A1(20 | 110) dargestellt. W uns zwischendurch, dass

der Verkaufspreis bei 200 € liegt.

Werden 25 Kameras produziert, dann liegt der durchschnit

preis bei TDK(25) = 98,5 (£).
Zustandspunkt ist jetzt B, (25]98,5)
Mit dem Zustandspunkt C,(50]143).

Die Stiickkosten fallen also. Der Betrieb produziert rent
Wir steigern die Ausbringungsmenge: TDK(50) =143
Irgendwann sind die Produktionskosten so hoch, dass kein G&winn mehr anfallt: Mit

TDK(60) = 200 (€) ist bereits der Endpunkt der Ge nzcge erreicht.

Mit der Totalen Stiickkostenfunktion ka je Ausbringungsmenge Xqp: , genannt

Betriebsoptimum berechnen, bei der d tiickkostenpreis minimal wird. Diese minimale

Stlickkostenpreis heil3t langfristige PI§suttergrenze.

Der Name kommt daher: Wenn der is genauso hoch ist wie der minimale Stiickkostenpreis,

verdient der Betrieb nichts, aber di ndenen Kosten werden gedeckt. Er kann also langfristig

existieren.

Durchschnittskosten b nn folgen wir der roten Parabel und erhalten folgende Werte:

TDK(20) = 65 standspunkt A, (20 65)
TDK(25) = 62,50 ( Zustandspunkt B, (25]62,5)
TDK(50) =125 (£) Zustandspunkt C,(50|125)

Der Tiefpul int hier mit C,zusammen zu fallen.

Wir haben jetzt die totale‘D &inskosten betrachtet. Man kann natirlich auch die variablen
chnen}.

@

ale dieses Tiefpunktes der variablen Stiickpreiskurve nennt man das

aimum und seine y-Koordinate die kurzfristige Preisuntergrenze.

Wenn Dreis nur noch so hoch ist, wie der minimale variable Sttickkostenpreis, dann werden
nur n iedfariablen Stuickkosten gedeckt, aber nicht mehr die Fixkosten. Damit kann ein Betrieb

R sehr kurzfristig Uberleben.
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Hinweise b

a)  Die Ableitungsfunktion TK'(x)=-3x?-10x +125 heiRt auch ,Grenzkosten*.
Sie schneidet die beiden soeben betrachteten Stiickkostenkurven in ihren Tmb’

Wie kann man das auf Anfrage erklaren?

Zur Berechnung des Betriebsoptimums muss man die Funktion TD x) =

ableiten. Mit Hilfe der Quotientenregel folgt:  TDK' (x)

Fir den Tiefpunkt gilt: TDK'(x)=0
Also wird der Zahler Null: TK' ( )-x 2

Dividiert man noch durch x, folgt: TK'
und das heil3t doch: TK"

was nur im Tiefpunkt erfillt ist.

b) Die durchschnittliche Fixkostenfunktion fallt mit stei , denn je mehr man die

Fixkosten aufteilt, desto weniger fallen sie bei ein uzierten Gut ins Gewicht.

{.\Q&

O
&
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3.2 Beispiele und Aufgaben zur Stickkostenfunktion b

Beispiel 2
Gegeben ist die totale Kostenfunktion durch TK(x) =0,001 x> —0,09x* +3x +1 L 4
VK(x)
a)  Berechne die durchschnittliche Stiickkostenfunktion, Q
TK(x
DTK (x) _TKG) g 015 —0,00x 53+ 28
X X
DVK(x) S ,
VK
Ferner DVK(x) = =0,01x*-0,09x + 3
X

die durchschnittlichen variablen Kos

FK 16

ariabM Stickkosten)

und DFK (x) = — =— die durchschnittli osten (fixe Stiickkosten)
X X

Wer mit einem Taschenrechner arbeitet, stellt eine solcigy \§ @ tafel auf:
X 0 10 20 30 50 60 70 80
TK(x) 16 38 48 52 66 88 128 192
DTK(x) | - 3,8 2,4 1,73 l4g | 132 | 1,47 | 183 2,4
VK(x) 0 22 32 36 50 72 112 176
DVK (x) 0 2,2 1,6 1 1 1.2 1,6 2,2
DFK(x) - 1,6 0,8 0,4 0,32 0,27 0,23 0,20
Auf den ndchsten Seiten folgen AnleitulQgen, man diese Tabellen mit den CAS-Rechnern
T1 Nspire bzw. CASIO ClassPad erst n.

. — - : T
b)
2001

- \ DTK(x)
1501
1001

501

itung: DTK'(X):0,0ZX—0,0Q—£. 0,02x—0,09—£:0 |x2 ergibt die
X X

tckkostenpreis ist DTK (48) ~ 1,32 (GE) - siehe CAS Losung 2 Seiten weiter.

Ckel www.mathe-cd.de



49302 Okonomie 2

Tabellen-Erstellung mit Tl Nspire.

Zuerst muss man natirlich die benétigten Funktionen

definieren. NI BRI fo ]

*Hicht gespeicherte W

Dann 6ffnet man eine Tabelle.

Mit offnet man ein Menu

¥z 1:Calculator hinzufligen
N 2:Graphs hinzufigen
B\ 3:Geometny hinzufiigen
25 ef hinzufligen
ih 5:Data & Statistics hinzufligen

zum Einfugen des Moduls

a1 1.2

[x]

W
Define #hlx|=0.001 %> —0.09-x%+3 3+13 ;
Define a‘a’kl:x]l= @ ;Em'g

13 [ *Michtgespeiche

x
Define vkl[x]l=a’k|:x:|— 18

vkl x:|

x

Define a‘vkl:x;l=

B6:Notes hinzufiigen Define aj‘?rl:x]l=£ Fatig
: [
,Lists & Spreadsheet". * 56
Zuerst beschriftet man die Spaltenképfe mit x, y; bis ys. ﬁtgespeichede + EB8
Dann fillt man die erste Spalte mit den x-Werten 0 bis 80. .y4 =
Wenn man sie nicht alle eintragen will, kann man das Nspire
tun lassen. Dazu geht man in das Feld Al und tragt den
Startwert 10 ein. Dann in A2 die Formel, die man am unteren
Bildrand sieht: |: al+ 10| und |enter|. Nun ruft man tber =
.Menl 3 — 3“ den Befehl auf ,Nach unten ausfillen*. [<[>]
Den dann erscheinenden gestrichelten Rahmen verlanger FH] ]
man mit der Cusortaste so weit nach unten, wie man .sf“ A
Nach fullt Nspire die Spalte aus.
Jetzt trAgt man in das Feld unter y1 die Formel fir di8
darunter einzutragenden Funktionswerte ein:
Weil wir sowohl die Variable als auch die 1. SORlie mit x =
. . 4l |o <>
bezeichnet haben, frage Nspire nach, welc tung | K
er dem x geben soll: Man bestatigt ,Varg eis”. b Michtgespeicherte w  EEY
. . y . v By 2
Nach OK erscheinen die gewiinscht onswerte. K anflikt erkannt i
1 =tkoa. =
Dies setzt man fur die Funktionswe dtk(x), y; = VvKk(x), | x: spatte odervvariabe 2| [
y4 — de(X) und ys — dfk(X) f a |Variablenven-veis vl
Das Ergebnis erstreckt sggh gei den Screen hinaus fort. B
Hier die Zusammensetﬁ zZu Abbildung: | | <]
<>
Und drei Schaubilde
1.3 [ ¥ *Michtgespeicherte w |D *Micht gespeicherte w mﬂ‘
3 |» *Nicht gespeicherte w m Y2 .yS v = =
=tk [=wkix) =oviix)  |= ik
L [#UMDEF.. 0. [#UNDEF.. [#UNDEF...
38 22 2.2 18
2.4 32 1.8 0.8
1.733 36 1.2 0.5333
1.4 40 1. 0.4
1.32 S0 1. 0.32 L
1.467 72. 1.2 0.2667 I
1.829 112. 1.6 0.2286
2.4 176. 2.2 0.z
3.7 270. 8. 0.1778

|
[<[3]

Abbruch
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Tabellen-Erstellung mit CASIO ClassPad
Zuerst muss man natirlich die benétigten Funktionen

definieren.

In der dritten Zeile von unten wird die Gleichung DTK'(x) =0
geldst. Das Ergebnis ist das Betriebsoptimum x = 48,

bei dem der Stiickkostenpreis minimal ist: 1,32 GE.

Die letzte Zeile untersucht die hinreichende Bedingung:

DKT"(48) >0, also liegt ein Minimum vor.

Tragt man die Funktionen in die Liste ein, kann sie darstellen

Lefine dtkixi=

Lefine wkixr=t

Define dukixi=

Lefine

=olveldi

lassen.

Die Werte der markierten Funktionen kann man dann auch

in einer Wertetabelle ausgeben lassen:

Jie

:'5152:4:'

dorne

done
EI1=H,x)
{x=42. 413204527

1.317333333

231

588 |§|

~r Edit T-Fakt Grafik # Glfzkt Grafik B
- B = 1=k
= 5 s I I Sy1=bCn)
Y |
- = Eyw3=whkix)
T T = dvklx )
ag 3.8 27 2.2 EwS=dflklx)
£ Al 2 o 0ve:D
- - Ow?:=0
S& 1.4 4m 1 .
G 1.32 SA 1 Owd: [
82 1.4666 7z 1.2
128 1.8285 112 1.8
132 Z.4 176 Z.2
EE 3.1777 278 z
[ -
4 Al ¥ |
B
Gra Real ] ]
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%,
e,

Aufgabe 3.1

Ein Unternehmen hat die Kostenfunktion K.
Bestimme das Betriebsminimum und die kurzfristige Preisuntergrenze

Skizziere den Verlauf der variablen Stiickkostenfunktion.

a)  K(x)=02x*-2,6x"+132x+8 b) K(x)=x*-14x? +6€?r 40

Aufgabe 3.2

Ein in Unternehmen hat die Kostenfunktion K.
Berechne das Betriebsoptimum mit der langfristigen Preiske

Skizziere den Verlauf der variablen Stiickkostenfunktion.

a)  K(x)=x®-75x*+2100x +8000 b) K(@ —7x* +180x + 400
Aufgabe 3.3
Ein in Unternehmen hat die Kostenfunktion K.

Berechne das Betriebsminimum und das Be 'ebsoqum, die kurzfristige und die langfristige

Preisuntergrenze.

a)  K(x)=x*-9x*+28x+25 K(x)=x® —6x* +15x + 32

{.\Q&

O
&
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4 Funktionen 3. Grades

4.1 Grol3es Einfuhrungsbeispiel

Zunéchst gibt es diese Begriffsdefinitionen fir bestimmte Ableitungsfunktionen: .
Definition: Grenzerlds = 1. Ableitungsfunktion der Erldsfunktion
Grenzkosten = 1. Ableitungsfunktion der Kostenfunktion
Grenzgewinn = 1. Ableitungsfunktion der Gewinnfunktion
Wir verwenden wieder das Beispiel 1 aus Abschnitt 3.1:
Der Unternehmer Knipps stellt elektronische Kameras her. Als P Ist Knipps mit einem

vom Markt vorgegebenen festen Verkaufspreis von 200 € pro K en.

Die Gesamtkosten K fiir die Produktion von x Kameras in einem te kdnnen modellhaft

durch diese Kostenfunktion K(x) berechnet werden:

Dies definiert die sogenannte Erlésfunktion:

Erklarung: KE ]

Die rote Kostenkurve schneidet die Erloskurve zweimal. 16000 /
Zwischen den Schnittpunkten liegt die Kostenkurye ¢ /

der Erloskurve. Das heif3t zwischen den Schnittst 12000 f

ca. 9 und 60) ist der Erlos groR3er als die Ko /

( . . ) . g 8000 /

Dies ist also die Gewinnzone. /

Werden mehr als 60 Kameras in der z legten 4000 /@

Zeiteinheit verkauft, sind die Produkti en hoher als der -

Erlés. Die kleinere Schnittstelle (9 e Nutzenschwelle 5 = = = =

oder Gewinnschwelle, die obere (60) Nutzengrenze oder

Gewinngrenze.
K 4

Ubrigens: Beide Funkt.n@als mathematischen Definitionsbereich: D = ] 0; [
G(x)=E(x)-K(x)

Fir die Gewinnfunkti jlt

Sie lautet hier G(x)= —ﬁx3 +5x% + 75x — 900

Fir sie kbnnen

. 4000
haben wird,

schneiden.

dort ist E(x) = K(x) also G(x)=E(x)-K(x)=0) | 2% /\ x

110 010 20 30 40 50 61\

0 sie nicht definiert. An den Nullstellen der Gewinnfunktion wird Kostendeckung erreicht.
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Die Berechnung der Nullstellen einer Funktion 3. Grades ist bisweilen sehr kompliziert.

Man hat eigentlich 3 Mdglichkeiten:
1.

Berechnung der Nullstellen mit Tl Nspire:

Manche Gleichungen lassen sich nur ndherungsweise mit Rechnern I6sen. Etwa g
X

Anleitung: Zuerst werden die Funktionen K und G definiert.

Es folgt die Berechnung der Nullstellen durch Lésen der

Gleichung G(x) = 0.
Zuerst wurden (bei mir) exakte Werte ausgegeben,
diese wandelt man in Dezimalzahlen um:

X1 = 8,2 und x, = 60.

(x3 =-18 ist auRBerhalb des Definitionsbereichs!).

Man findet eine Probierlésung und kann dann die Nullstellengleichung durch

(Faktorisierung) in ein Produkt zerlegen, was zu einer quadratischen Gleichung

Iamm%l

m

Man beachte, dass nur ganzzahlige Werte Sinn machen.

Gewinnzone ist somit das Intervall [9;59]. Bei 8 liegt

erreicht, also kein Gewinn mehr vorhanden.

rlust vor, bei 60 ist Kostendeckung

a) Fir welche Ausbringungsmenge wird das GéRginnmdkimum erreicht?
G(x)= —ﬁx3 +5x% + 75X — 900 Extremwerte werden uber die Nullstellen
s 2 der 1. Ableitungsfunktion berechnet.
G'(x)= —=5o X +10x+75 Die 2. Ableitung entscheiden dann tiber
G"(x) _ —%x +10 Maximum und Minimum!
Extremwertberechnung: 1.1 BOG EXAKT REELL ]
=
~2x% +10x+75=0 et gi{c)="(5fx)) Fe
3x* —100x - 750 = 0 g(x) sl
+103c+
100 ++/10000 + 12 - 75 100 +/109000  ((-6,3,...) ( ; 19
Xl‘2 = ~ 39.6 solve gil{x}l=0,x
6 .. 6 ' . 5.y 130-10) . s.(yf130+10)
Oder mit TI Nspire: 3 3
salvelgi (x)=0,x) w=-6.30675 or x=32.6401
Ich definiere g1(x) al und g2(x) als g”(x). ‘
Define g2(x)=;—x(gftx):| Fertig
Die Kontrolle liefert g"(x,)<0. | e v
. 50000
Ergebnis: glze.s401) 2700.9
Die Gewinnf ei etwa x = 40 ihr Maximum an. | 12fg§||
Der maxinmgile inn betragt dann G ~ 3700 €.

Q
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b) Wie groRR der Kostenzuwachs bei einer Veranderung der Produktion?

Wir schauen zuerst einmal zwei Situationen an:

Ckel www.mathe-cd.de



	Ökonomie
	Datei – Nr.  49302
	Friedrich Buckel




